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&«��'¡( ��£�� � ������� £��) �£�� ~��� �� ���* ��� ���� ���� ) ��� ������ �� �����¨
������� � � ������������ ��� ��� ���� ����£����� ��� ��� �����£�� ���* ��� ���� ���� }
¥� �� ���� �� ��� )������ � ���* ��� ���� ��� �������� ������ �� � �������� � ���
������ ��£�� ��+��� )���� )��� ���� �� � ��� ���� �������� �� ���� �� � ���� ���
����������� �� ~��� �� }
�to, u - ��� £����� ���� } .������ � /012 34

→
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wpzwu - ��� ��� �����£� �������� ����
q67 trxv�tu - ��� 8 ������ ���� 9 :����;����� <
¦� ���� ����� � )� ��� ���� ���������� �� ����� } ¦� ����� ��������� � ��� �� �¨
��) ��� ���* ��� ������� �� � ���� � 5=5> 53=5> 5? 5> 545> 5345> 53@5 �� ¨

∅
¨ } ¥�� �������

������� �� ���� ��� ������ �� � ���* ��� ��������� ��� � ��£�� ������� ���¨����
����������� �� ��� ����������� �� ���������� �� ���� ����� �� ��� � ��������
���) � A B4C5=5D EF2 ��� A B4C53@5G 0@H34 � A @04D 3545D 0==3 ��� IF 0@5D 0==3 :J��
��������� ��� ��* � ��� ������ �� ��� )���� �������� ��� ���* ��� ������� ��
���� ���� ��� �������� � ���� ��� ��� ����������� �������� ���������� K< } ¥��
��� ���� ��� ��������� ��� ���*�� ��������� ��� �� �� ���� ������� ��� ��� �� ��
��� ������ ��+��� � ����� ���* ��� ������� �� ��� ��������£� ��� �� ��*��� �� ~��¨
� �� ��£� �� �������£� ������ �� )��� ��� ����� ���* ��� ������� � )��� )���
���� ��� ���������� ) ��� ��� ���* �� ��������� ��£�� )���� }

¥�� ������ ������� �� ��� � ���£���� ��� ����������� �� ���* ��� ���� ���� ) ���
������� �� ��� ��L����� ����� �� )��� ���� ����� :&«��'¡ � �� } ¬�¤(< }

Mspwpyp�N
¥���� ���� � �� �� ���� �£������ ��� �������� ����£����� �� ���* ��� ���� ����
�� ������� �������� � )���� ���� �������� ��O ����� �������� ��������� } P������
�����£����� �� ���� ��� ���* ��� ������� �� ��)��� ����� � �������� � ��� �� �����
���� �������� ���� ������ � � ��*�� ���� ��� ����� �� ��� ���� )��� }

� ponspyp�N
¥�� ��������� ���* ��� ������� �� ����� � �� �� ��� ��� �����£� ������ �� ��� ���£�
�������� ���� �� ��� ������� ��� ���� � �� ���� �������������� :I QRS045345R 0/=
:����� ��� ��� ���£� �� I QRS04 T3U = < } ¥�� P����� � �*�� �� ��������� �����������
���)��� �������� ���� :� }� } ���* ��� ������� �� 8 ���* ��� ��*�9 � ���� �� ��� ����
�������� < ��� ���������� ���� ���* ��� ���� ���� � )���� 5=5 �� ��� ���� ��� ��¨
� ������ ���������� �������� :&«��'¡ � � } ¬�'(< } ¦� ��� ���* ��� ������� � �� �� ��
�������� ������ �������� ���� � ��� ���������� �� ���� ��� �������� �� ��������V��
:I QRW 3@X534=5G 3/C ����� ������� �������< }
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�t� vrqy ozytu
¦� ��� ���������� �� ��� ��L����� ���* ��� ���� ���� � ��� �� ��� ���� �������� ���
�����+� ���* ��� �������� ��� � �������� } ¦� ��� ������� ��� �� � ��� ��� ��� ¨
����� ���� :CB3 A B4CR 3BH� CB3 �3@=BQR 3@14G < �� ��*�� ��� :��������������< 5=5
:A B4CR 3BH5=5H@01W 0 � �3@=BQR 3@14G 5=5W 0HR 3W 0HBD 3@ < � ��� �� �� } � ������ �����
����� �� ������� � ��� � �� )� ) ��� ��� ����� � ���� ��� � ��� ��� �� ���+������� ��� �
������ ���������� � �������� }

�pwryzuvpw
¥�� ������ �� ���������� �� ���� �������� ���* ��� ���� ���� �� ��� ������ ���¨
��� ��� ��� ����������� �� ������ ����� �� ��� ����� ��� ��� ������ ���������� }
��)�£�� � ����� �� ���� �� ��� )��� ����� ��) ��������� ��� ������� ) ��� ��¨
��� �� ���* ��� ������� �� ������� �� �������� ���� ���� � )���� � �*�� ����������
���� ) ������ ������� ���*������ *��) ����� � ��� ������ }

��� 	
#%� � �
������ ���� ���������%�� ���#
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¥�� �������� �� &§��
�( �� ���* ��� ���� ���� �� ��L����� � ��� ����� �� ��� �������
:����� ���< �� ��� ���� �� ���������� ���* ��� ���� ���� �� ����¨���� ���������
���� ������������ �������� �� ���� ��� ������� ��� } ¥�� ������� � �� �����
����������� ��� ������� ��� ��� � �� �� ~��� �� � ��� ������ �� ���* ��� ���¨
� ���� �� ��� ������ ���� �� ���� �� ������� ��� ���� � ���� ��� ��������£� ��
)��� } � ������ ���* ��� ��������� ��� �� ������� �� ���� ��� ���� ��������
�� )������ ���� ��� ��������� �� ����� ������� �������� �� ��� ��������� �� ��� }
¥�� ������ ���� ������ ���� ������� �������� ��� ��� ������� �� ����¨��������£�
���� ������ ���� ��� ������� � ��� ������ ��� ���������} � � ��������� ��������
�� ���������£� �������� � ������� �� ������ ��� ��� �������� ��� �������� � ����
��� �������� ������� �� ����� :)���� )���� ���� ��£� �� ����) � ��� �� �����¨
����� � �� )� ������� ��) ��� ~��� �� < � ���������� ���* ��� ��������� ��� � ��£��
�������� ������ � � ���� �� ���* ��� �� ��� ������� ��������� ��� ������¨
��� ��� ������� ���� � ������ � ��� } ¥�� ������� �������� �� ������ ������� ����
) ��� ������ �������� :� �������� ��� �������� ��� ��������� < � ��� ������ ���
�������� ���� ) ��� ��V� �������� :� �������� ��� ������ ��� ����� �����< }
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¥�� ����������� �� ��� ����� +£� �������� �� ���� ������ ) ��� ������� ���

���* ��� ���� ��� }
~ �£�� � ��) ����������� �� )���� � ��� ���� �������� ���* ��� ���� ��� �� ���� �

)���� ���� ������ ������� ���� ��� �� ���� �������+������ ��L�� ���� ��� �������
��� �� ��� ��) ����������� } ¥�� �������� � ������ �� ��� ������ 8� ��� ���
��������9 � ���� �� � ~ �£�� �)� ������� ���� � ��������� ������� � � � � ��� � ��� ���
��������

∆(X, Y )
�� ��� ������ �� ��L����� �������� �� ��� ���� �������� } J � �

��� ������ ��+������ :&§��
� � � } �ª¡(< �

∆(X, Y ) =

n∑

i=1

I[xi 6=yi]

¥�� £����� �� ��� � �� �������� ��� ������� ��
xi

:��� ���� ��� � < � ��� ��� ��������
I[z]

���� ��� ����� £�����
{True, False}

�� � ������� ���������� ��
{1, 0}

} ¢����
��� ��� �������� ��£� ��� ��� � ��;����� �� ��� ��������� �� � ���* ��� ������� � �
��� ������ ����£���� ��� ����� �� � )����� ��� ���� ������� } ¥�� )����� ��
����� �� ��� ������� �� �� �� ���� ��� �� ��� ��� �� �������� } :¦ ) ��� ���£� ���
��� ���������� �� ������� ���� � )� ) ��� ������ ����� )��� ��� )������� �� ���
�������� ��� ~��� �� �� ��������� < } ¥�� )������ £������ �� ��� ������� �� �

∆(X, Y ) =

n∑

i=1

wiI[xi 6=yi]

)����
wi

�� ��� ������£� )����� �� ��� ������� } ¥)��* ��� �� ��� )������ ���) �
���� ����+�� ��� ���� ��£� ��� ������� ��;����� �� ��� ��������� �� � ���* ���
���� ��� } ¦� �������� �� ���� � ����� �������� ��*� ������ �� ��� + ��� �����������
��£� �� � ��������� ������ ����� :&§��
� � � } �ª©(< } ¥���� +������ ��£� � ���
��������� �� ������� ����� ������� } ¥�� ��������� �� ����� �� �� ������� ������
'�� �� ��� ���* ��� �������� �� ��� ������ �� ���� ���������} ¥��� ��������� �� ����
������ ��� ¦§ |¨¦~ �������� � ������� ��� }

¥�� ����� ��������� ��������� �� ��� ������ �� &§��
�( ��� &� ¢§
�( ��
��� ��¨������ ��������� ����£����� ����� } ¦� �������� �� ��� ����� �������� �
� ��� ������� ������ ���� � �������� �������� ��� �� ��*�� � ��� ��� ��������� �
��� ������������� ����£����� } ~ �£�� � �������� ) ��� � ���������� � � � ����
� ��� �� ��*��)� ���* ��� ������� � � ��� ��������� ����£����� ��������� O���
����� ��� )���� ������� �������� ��� )���� ) ��� ���� � �� ���������� � } ¦�
������� � ��������� �� ��� � ������� ���* ��� ������� �� �� ����� )���� � ��� ���
���� �������� ���* ��� ������� � �� ������ } J��������� �� ���* ��� ������� ��
��� �� )����� ) ��� ���� ��� �� ��� )��� ����� � ������ �� ���� �� ������� ���
��� ��� �£����� ��������� �� ��� )��� } ¥�� ���� �� ��� �� ������ � ��� ��� ������
��� �� ��������������� ���� �������£� ��� � ���£� ��� � ����� �������� ���������
£����� ��� ���� )��� � ��������� �� �� ��� ������ ����� }
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§��� ���������� ���£��� � ���� �� ���� ����� �� ������� ��� ����������� �� ���* ���
������� � �� ������ ~��� �� ����¨���� �������� } P ������ ���)��� ��� �)�
��� �� �� � ��� ��� ¦ ) ��� ����;� ������� )��� * ��� �� ���� ���������� ���
��������� � ) ��� � � ������ } ¦� ) ��� ������� ���� ��� ������ ) ��� � � ��� ����������
�������� � ����� ����� ��� ���� ������� ���� � ������������� ����� �� £��) } ¥�
��������� ��� ����¨���£�� ���� �� &«��'¡( ��� )���� ���� �
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•
������������� �����V��� ��� ����£�� )����

•
� ���� ������ �� ������� ��� ������

¥�� ������ ������� ��� 5=5 �� ��� ���*�� )��� ��� ������� ��� �� � ����£��
��� ��� ���� �

B=� C3@B�3C TQEWF /3W 34HU ∧
B=�2 3W 0/3 TQEWF /3W 34HU ⇒

5=5
� ���� B=� C3@B�3C *��) � ����� ��� ����£���£� ��� ��� :��*� 5R 3BH� 514G ��� }<

��� B=�2 3W 0/3 �������� ��� ���� ��� ������������� �������� �� ����* ��� ������ }
¥�� ������������� �������� ����� �� ������ ��� � ��� �� �� �� �� ����� �� ����
��� ���� ���*��� ��� � ������ ��� ���� }
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¥�� ��������� ����£����� ��������� �� �£�� ������� � � ������ ��� ��������
��������� ��� �� ��� �� ������� �������� ��� ������ } ¦� ��� )��� �����������
��� ���� ��� � ��� ��������� ����£����� ����� �� ���� ���� ������ } ¥�� ������������
�� ���* ��� ������� �� ��� �� �������� ��� ������ ��� �£��� ������� ���� ���
����£�� } «�� � ��£�� ��� �� �������� ��� ��������� � ��£� �� � � ����� �� } ¥��� �
�� �� ��������� ��� ������� ���

O(n)
:)���� � �� ��� ������ �� ������� ���� ���*��
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